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In his theory of D²-modules, P. Berthelot has proved a general theorem ofX
Frobenius descent. On the other hand, Christol and others have also proved
various statements about weak Frobenius structures on an annulus of the rigid
projective line. It is the aim of this paper to give some explicit and global formulas
for Frobenius descent for D²-modules. It requires us to build a new kind ofX
differential operator which represents Dwork's c operator. The construction uses
mainly Taylor series properties. It is possible to derive from this some new proofs
of Christol's theorems; it is also useful for computations in characteristic p like
those arising in the construction of Cartier's isomorphism or Cartier's operator.




2. Representation de la ``trace di¨ isee'' par un operateur de D²Â Â Â X Q
3. Descente explicite de la structure de O-module
4. Descente de la structure de D-module
5. Quelques applications
0. INTRODUCTION
Il existe dans la litterature divers enonces de descente par Frobenius;Â Â Â
par exemple l'isomorphisme de Cartier en caracteristique p ) 0 ou encoreÂ
les theoremes d'existence de structure de Frobenius faible pour lesÂ Á
isocristaux surconvergents sur des couronnes de la droite projective rigide.
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x.B-Ch jouent un role clef dans la preuve recente due a Christol etÃ Â Á
Mebkhout du theoreme de finitude de l'indice des equations differentiellesÂ Á Â Â
w xp-adiques M, Ch-M1, Ch-M2 .
D'autre part, dans le cadre de sa theorie des D²-modules arithmetiquesÂ Â
w xBe3, Be4, Be5 , Berthelot a prouve un enonce general de descente parÂ Â Â Â Â
Frobenius. L'enonce concerne aussi bien les D-modules definis sur unÂ Â Â
schema lisse X sur un corps k parfait de caracteristique p que ceuxÂ Â
definis sur un relevement formel eventuel X de X ou sa reduction moduloÂ Á Â Â
pnq1. L'objet de cet article est de completer ce theoreme en explicitant laÂ Â Á
condition de descente fidelement plate intervenant au cours de la preuveÁ
afin d'interpreter les constructions de Christol en terme de D²-modules.Â
Pour cela il faut interpreter la fonction c de Dwork qui est aussi egaleÂ Â
.a la ``trace divisee par p'' en terme d'operateur differentiel infini. OnÁ Â Â Â
construit ainsi un operateur global c'est a dire la ou on dispose d'unÂ Á Á Á
.relevement sur X du Frobenius relatif de X H sur X jouissant deÁ
proprietes remarquables et qui permet de decrire simplement la descenteÂ Â Â
de la structure de O-module d'un D²-module E. La descente de laX
structure de D-module se decrit de meme en construisant une familleÂ Ã
d'operateurs sur X dont on etudie les proprietes.Â Â Â Â
Les proprietes de cette famille se revelent tres pratique apres reductionÂ Â Â Á Á Á Â
modulo p pour effectuer des calculs en caracteristique p. A titre d'exem-Â
ple, on examine la preuve de l'isomorphisme de Cartier itere. Pour finir,Â Â
on montre que si X est une courbe propre et lisse sur k de genre g G 1,
on ne peut construire globalement sur X un operateur ayant des proprietesÂ Â Â
similaires a celles de H que si X est elliptique ordinaire, la constructionÁ
de H etant alors intimement liee a l'operation de Cartier.Â Â Á Â
Dans le contexte de l'analyse p-adique, les differents theoremesÂ Â Á
d'existence de structures de Frobenius faibles mentionnes plus haut ainsiÂ
que leurs ameliorations reposent en derniere analyse sur l'utilisation de laÂ Á
 w x.fonction c de Dwork qui est inverse a gauche de F voir Ch1, 10.2 . LaÁ
fonction c etant representee par H par construction, ce dernier sembleÂ Â Â
encore jouer un role dans la descente par Frobenius des isocristaux. C'estÃ
w xeffectivement le cas et on demontrera dans un article ulterieur Ga2Â Â
comment redemontrer simplement a l'aide de l'operateur H, les differentsÂ Á Â Â




Soient k un corps parfait de caracteristique p ) 0 et V un anneau deÂ
valuation discrete d'ideal maximal m , de corps des fractions K, d'inegaleÁ Â Â
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caracteristique 0 et p qui releve k. Sa valuation, notee ¨ , sera normaliseeÂ Á Â Âp
 .par ¨ p s 1 et son indice de ramification sur Z sera note e; p designeÂ Âp p
un parametre uniformisant. On considere X un schema lisse sur k deÁ Á Â
dimension d et on suppose qu'il existe un V-schema formel lisse X quiÂ
nq1  .releve X. On note V [ Vrm et X [ X = Spec V .Á n n n
 .On suppose qu'il existe sur V , un relevement global s du s q 1 -iemeÁ Á
 . X  .itere du Frobenius de k s G 0 . On notera alors X resp. X 9 leÂ Â n
 .relevement de X 9 [ X = k sur V resp. V deduit de X etÁ Âs n
;
s : X 9 ª X . Au moins localement, on peut relever au-dessus de s , sur Vn
 .resp. V , le Frobenius relatif F: X ª X 9. On suppose que F se releveÁ
 . X  .sur X resp. sur X en F : X ª X resp. F : X ª X 9 , relevementsÁn n n n X
qu'on designera encore le plus souvent par F s'il n'y a pas d'ambiguõte.Â È Â
Si cela s'avere necessaire de preciser s, on notera X  sq1., X  sq1., F  sq1.:Á Â Â
X ª X  sq1. a la place de X 9, X 9, F respectivement. On suppose que lesÁ
differents relevements F  s. sont compatibles entre eux de sorte qu'on aÂ Á
 sq1.  s.9  w x.F s F ( F voir SGAV, exp. XV .
5 5La norme spectrale sur l'espace rigide X associe a X , sera notee ] .Â Á Â spK
Rappelons qu'il existe un morphisme d'espaces anneles sp: X ª XÂ K
w xBe1, 0.2.3 .
1.2
On rappelle juste ici la description locale des faisceaux d'anneaux D² etX
Ãm. w xD et on renvoie a Be2 pour leur construction ainsi que leurs proprietes.Á Â ÂX
 .La notation k designe la famille k , . . . , k ; lorsque k est un multi-indiceÂ 1 d
dans Nd, f un d-uple d'un aneau tel que f f s f f pour tout i, j, et T uni j j i
morphisme sur ce meme anneau, on poseÃ
< < < <k [ k , k [ Max k , k![ k !, `i i i
i ii
k k i1 [ 0, 0, . . . , 1, 0, . . . , 0 , f [ f , . i i
i
1.2.1 .
5 5 5 5T f [ T f , . . . , T f , f [ Max f . 4 .  . . sp sp1 d i
 .Soient t [ t , t , . . . , t le relevement sur X d'un systeme de coordonneesÁ Á Â1 2 d
 .locales definies sur un ouvert affine U de X et ­ [ ­ la famille desÂ t ii
 .derivations correspondantes, qu'on notera aussi ­ si t est fixe.Â Âi i
Le faisceau des operateurs differentiels ordinaires D est libre sur U deÂ Â X
w k x dbase les ­ , k g N , en adoptant les notations habituelles suivantes:
d d
k k w k x w k xi i­ [ ­ , ­ [ ­ . 1.2.2 . i i
is1 is1
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k w k xOn a donc ­ s k!­ . Le faisceau D admet une filtration par lesX
m. k:mfaisceaux D , m G 0, qui sont egalement libres sur U de base les ­ ,ÂX
d m. m m. d < m. < mk g N . On peut ecrire k s q p q r dans N , avec 0 F r - p .Â `k k k
On a alors dans Dm.X
k m. k:m­ s k!rq ! ­ . 1.2.3 . .k
Ãm. m.Par definition, D est le separe complete de D pour la topologieÂ Â Â Â ÂX X
² Ãm.m-adique et D est egal a lim D . En coordonnees locales, on obtientÂ Á Â6 mX X
les descriptions suivantes:
m. k:mÃG U, D s a ­ , a g G U, O , lim a s 0 , . . X k k X k 5
< <k ª`< <k G0
² w k xG U, D s a ­ , a g G U, O , 'c ) 0, h - 1, . . X k k X
< <k G0
1.2.4 .
< k <5 5;k , a F ch .spk 5
Ãm. Ãm. ² ²On pose egalement D [ D m Q et D [ D m Q. On noteraÂ X Q X X Q X
l [ py1r py1. p
m
; on a alorsm
s k . k < m. <y1 m s k .l F l q ! F p l , 1.2.5 .0 m k 0
 .  .  .  .s k etant defini par k y s k s p y 1 ¨ k! . On note aussi par pÂ Â p 0
 .a ne pas confondre avec l'uniformisante p de m , une solution dans KÁ
py1 < <de l'equation X s yp; on a donc p s l .Â 0 0
Â Â2. REPRESENTATION DE LA ``TRACE DIVISEE'' PAR
Â ²UN OPERATEUR DE DX Q
2.1
Soient s G 0 et q [ psq1. Le relevement du Frobenius F: X ª X  sq1.Á
d est libre de rang q . Soit t resp. t9 qu'on choisit egal a l'image de t parÂ Á
.   sq1..s * le relevement sur X resp. X d'un systeme de coordonneesÁ Á Â
  sq1.  sq1..locales definies sur un ouvert U de X resp. sur l'ouvert U de XÂ
 . qet tel que F* t9 s t modulo m A; A etant une V-algebre topologique-Â Á
 .ment de type fini de dimension d telle que Spec A m k s U de sorte que
 . 1  .dt [ dt , . . . , dt forme une base de V sur l'ouvert Spf A de X qui1 d X
releve U. On note egalement A9 [ A m V ou bien A sq1. s'il y a lieu deÁ Â s
d k .preciser s; A est donc un A9-module libre de rang q de base t ,Â
< <k - q. Par abus de notation, on confondra souvent A9 et son image par`
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F* dans A, F* etant du reste une isometrie pour la norme spectraleÂ Â
w xBGR, 3.8.1 Lemma 6 .
kTout f g A s'ecrit de facËon unique sous la forme f s  a t avecÂ < k < - q k`
5 5a g A9. On verifie aisement que f ¬ Max a definit une norme deÂ Â Âspk k k
Banach sur A m Q qui est donc equivalente a la norme spectrale surÂ Á
w x 5 5A m Q d'apres BGR, 3.8.2 cor. 4 et on a plus precisement f FÁ Â Â sp
5 5  . qMax a . Lorsque F* t s t , il y a egalite: si le systeme de coordonneesÂ Â Á Âspk k
locales est defini au voisinage d'un point ferme x, la norme spectrale se litÂ Â
x w y1 .  y. w xsur le tube de x dans X , egal a x [ sp x , D 0, 1 Be1, 1.3.2 .Â ÁK X
On se ramene ainsi a verifier l'egalite pour les series convergentes surÁ Á Â Â Â Â
x wx , ce qui se fait aisement.ÂX
2.2
 .  .Remarquons que l'extension Frac A de Frac A9 est egalement deÂ
d d  .dimension q . Soit G la famille des q A9-homomorphismes de Frac A
 .dans sa cloture algebrique. On a donc pour tout f g A, Tr f sÃ Â A r A9
 . t f . La trace peut egalement se definir ici comme etant la trace deÂ Â Ât g G
l'endomorphisme A9-lineaire de multiplication par f sur A. En particulier,Â
 .  w x wTr f g A si f g A on peut aussi invoquer Be1, 1.3.2 , Ga1, preuveA r A9
x.de 1.5.3 .
 . w  .Pour chaque t g G, t A est dans la V-algebre B [ A9 t t ; i F d,Á i
x dt g G . Comme A est libre sur A9 de rang q , t est solution d'uni
wpolynome unitaire de degre q a coefficients dans A9 t , . . . , t ,Ã Â Á 1 iy1
x q qt , . . . , t , dont la reduction modulo m est egale a T y t . Comme A9Â Â Áiq1 d i
est complet, on en deduit que B est de type fini sur A9, donc egalementÂ Â
 4dcomplet; d'ou une fleche surjective A9 T , . . . , T ª B qui fait de B uneÁ Á 1 q Q
w xK-algebre de Tate. D'apres BGR, 3.8.1 Lemma 6 l'inclusion A ¨ BÁ Á Q Q
est alors une isometrie relativement a la norme spectrale et les elementsÂ Á Â Â
de B sont de norme spectrale majoree par 1 B est une V-algebreÂ Á
5 5topologiquement de type fini, donc munie d'une norme residuelle ]Â res
5 5 5 5 w x.telle que pour tout b g B, b F b F 1 BGR, 6.2.3 Prop. 3 .sp res
 nq1.  . nq1On a Tr f mod m s Tr f mod m . Sur X, on peut utiliser la
k 4 < <  .base t , k - q; on trouve alors facilement que Tr f g m A9. Il` A r A9
 . dsemble toutefois vraisemblable qu'on ait en fait Tr f g m A9 ce quiA r A9
y1  . q. w xest effectivement le cas si p F* t y t g A9 t , . . . , t pour tout i.i i 1 i
2.3
On se donne pour objectif maintenant de representer la fonction c quiÂ Â
 4apparaõt dans les travaux de Dwork. Dans le cas particulier ou A s K t ,Ã Á
cette fonction c , qui est un inverse a gauche du Frobenius, est definie parÁ Â
c a t k [ a t k s qy1 Tr a t k g A9 m Q.  k k q A r A9 k /  /
kG0 kG0 kG0
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Representer c dans D² signifie trouver un operateur H g D² tel queÂ ÂX Q X Q
 .  y1  ..pour tout f g A, on ait H f s F* q Tr f ; un tel H representeÂA r A9
donc la ``trace divisee par q.'' La premiere etape consiste a representer lesÂ Á Â Á Â
 .homomorphismes de G voir 2.2 . On utilise pour cela les operateurs deÂ
w xtranslation T qui apparaissent deja dans Be3, Th. 2.2.1 , pour montrer queÂ Á
Ãm.la categorie des D -modules ne depend que de la reduction X et non duÂ Â ÂX
choix du relevement.Á
 .dSoient t , t g G U, O , deux systemes de coordonnees locales tels queÁ Â1 2 X
d  1 .t y t g m A et ­ , ­ les bases de G U, V corresponddantes. On pose1 2 1 2 X
alors
k w k x ²T [ t y t ­ g G U, D . 2.3.1 . .  .t , t 1 2 2 X1 2
k
Ãm.< <  .Pour m tel que l ) p , on a T g G U, D , p designant uneÂm t , t X1 2
uniformisante de V . En particulier, si l'indice de ramification e de V sur
Ã0. .Z est - p y 1, alors T g G U, D . Certaines des proprietes de TÂ Âp t , t X t , t1 2 1 2
sont resumees dans le lemme qui suit.Â Â
 .  .LEMME 2.3.2. i Si t i s 1, 2, 3 sont trois systemes de coordonneesÁ Âi
locales sur U ayant meme reduction modulo m , alors T s T T . EnÃ Â t , t t , t t , t1 3 1 2 2 3Ãm. . < <   .particulier, T est in¨ersible dans G U, D lorsque l ) p ¨oir 1.2.5t , t X m1 2
.pour la definition de l , d'in¨erse T et definit un V-automorphisme deÂ Âm t , t2 1
 .G U, O .X
 .ii Soit B un anneau contenant A qui soit aussi un A-module de type
 . dfini et soit c : A ª B un morphisme de V-algebres tel que c t y t g m B ,Á
alors c s T et c est un automorphisme lorsque B s A T etantÂc  t ., t c  t ., t
 ²..considere comme element de l'anneau B m G U, D .Â Â ÂÂ A X
k .  .  .iii Pour tout w g G U, O , T w s T w T et T ­ sX t , t t , t t , t t , t 21 2 1 2 1 2 1 2k­ T .1 t , t1 2
 .Preu¨e. i Un calcul rapide a l'aide de la formule de Leibnitz montreÁ
que T definit un morphisme d'anneaux V-lineaire sur A. Ecrivons laÂ Ât , t1 2
condition de cocycle pour O ; on a pour tout w g OX NU X NU
kw k x­ w 1 m 1 m t y t m 1 m 1 .  .
k
kw i x w k xs ­ ­ w 1 m t m 1 y t m 1 m 1 .  . 
i k
i
? 1 m 1 m t y 1 m t m 1 , .
w i xformule dans laquelle ­ agit sur la deuxieme coordonnee. On appliqueÁ Â
 .ensuite a cette egalite, la fleche du complete le long de l'ideal de X deÁ Â Â Â Â Â Â
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3  .  .  .O a valeur dans O qui envoie a m b m c sur T a T b T c .ÁX NU X NU t , t t , t t , t3 2 1
 .C'est bien defini. Un calcul direct montre d'autre part que T t s t etÂ t , t 2 11 2
k kT ­ s ­ T puis en iterant cette formule T ­ s ­ T . On ob-Ât , t 2 1 t , t t , t 2 1 t , t1 2 1 2 1 2 1 2
tient donc en utilisant le fait que T est un morphisme d'anneaux,t , t1 2
k k ik i k­ w t y t s ­ ­ w t y t t y t , .  . .  .  .  3 1 3 2 3 2 3 1 2
k i k
 .   ..c'est a dire T w s T T w . On conclut alors en remarquant queÁ t , t t , t t , t .1 3 1 2 2 3
deux operateurs sont egaux si et seulement s'ils operent de la meme facËonÂ Â Â Ã
sur O . Comme T s 1, l'affirmation sur l'inverse est immediate.ÂX NU t, t
k w k x .  .  .ii On ecrit que w m 1 s  t m 1 y 1 m t ­ w , puis on ap-Â k
plique c sur la premiere composante et l'identite sur la seconde, ce quiÁ Â
donne
k w k xc w s c t y t ­ w s T w . .  .  . . . c  t . , t
k
 .iii Il suffit d'effectuer les calculs en utilisant la formule de
Leibnitz.
2.4
5  . 5 < <1r qPour chaque t g G, on a t t y t F p , la norme spectrale etantÂsp
 .  . q d 5  .5prise dans B voir 2.2 : en effet, F* t s t modulo m A et t f F 1sp
pour tout f g B, ce qui donne
5 5 q 5 q q 5 5 q 5 < <t t y t s t t y t mod qB s F* t y t mod p B F p . .  . .sp sp sp
 .Il resulte donc de Lemme 2.3.2 ii qu'on peut definir l'operateur TÂ Â Â t  t ., t
 ² .dans B m G U, D . L'operateur representant ``la trace divisee par q0Â Â ÂA X Q
est alors naturellement defini parÂ
1
²H [ T g B m G U, D . 2.4.1 . . t  t . , t A X Qdq tgG
Localement sur U, on peut choisir comme relevement du FrobeniusÁ
 . q   . 4  q 4  .F* t9 s t . Dans ce cas, t t , t g G s z .trz s 1 , z .t resp. 1 de-Â
 . signant le vecteur z t resp. le vecteur dont toutes les composantesi i i
.valent 1 , et la definition devient alorsÂ
1
²H [ T g G U, D . 2.4.2 . .t z .t , t X Qdq qz s1
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 ² .A priori, on a seulement H g B m G U, D , mais par definition,ÂA X Q
d  .   ..pour toute section f g A, q H f s F* Tr f g A. On en deduitÂA r A9
d'une part que les coefficients de H sont dans A m Q et d'autre part que
H ne depend pas du choix du systeme de coordonnees locales t. Comme laÂ Á Â
 ² .trace est en outre de nature globale, H est en fait dans G X , D .X Q
 s.  s.   s.S'il y a lieu de preciser l'entier s, on notera H et H H est doncÂ t
 sq1. .relatif a F , s G 0 .Á
 ².Pour que H g G X , D , on doit imposer des conditions sur le releve-ÁX
Ã1ment du Frobenius. Par exemple, sur X s P , on dispose d'un relevementÁV
 . p 5  . 5global du Frobenius donne par F* t s t ; on a alors t t y t sÂ sp
< < < <   ..z y 1 F p p etant defini en 1.2.5 ; ce qui entraõne que pH gÂ Â Ã0 0
Ã1 Ã1. .G P , D . Pour obtenir un resultat un peu plus general, rappelons qu'onÂ Â ÂV X
 .peut estimer la norme spectrale des coefficients de H dans B voir 2.2 .
 . q d 5  . 5LEMME 2.4.3. Supposons F* t s t mod pA ; alors t f y f Fsp
y1r q  . q w xp pour tout f g A. Si en outre d s 1, ou bien si F* t y t g pA9 ti i i
5  . 5 < <pour tout i F d, on a l'estimation plus precise t f y f F p .Â sp 0
 . q  4Preu¨e. On ecrit F* t s t q ph; fixons t g G _ Id . Il vientÂ
qy1
q q q kq qykt t s t t y t q t s t t y t q t t y t .t .  .  . .  .  .  .  /kks0
s t F* t y ph s F* t y pt h s t q q p h y t h , .  .  .  . .  .
d'ouÁ
q
q ky1 qykt t y t . t t y t .t s p h y t h . .  .  . .  .  .  /kks1
  . .q dOn en deduit t t y t g pB , d'ou la premiere affirmation. Ecrivons hÂ Á Á
k d  .sous la forme  a t avec a g A9 de sorte qu'on a h y t h s< k < - q k k`k k  . .  . a t y t t , expression dans laquelle t t y t se met en fac-< k < gw1, qw k` w x   . .qy1 dteur si d s 1, ou si h g A9 t . On en deduit alors t t y t g pB ,Âi i
d'ou la seconde affirmation.Á
 1..PROPOSITION 2.4.2. Supposons d s 1, s s 0 donc q s p et F s F et
p Ã1. Ã0. .  .  .F* t s t mod pA; alors H g G X , D et H f G X , D .X X Q
5  . 5 < <Preu¨e. Compte tenu de l'hypothese, on a t t y t F p . La con-Á spr 0
 s. w s xdition ;s, Tr t g A, assure que le coefficient de ­ dans H estt
y1   . .k w k xeffectivement dans A pour s - p. Comme H s p  t t y t ­ , ilr - p r t
y1  . .k 1.reste a montrer que p t t y t rq ! est dans A lorsque k G p et tendÁ r k
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vers zero lorsque k tend vers l'infini. On ecrit k s up q r, r - p; il vientÂ Â
alors
k y py1.qu pqryuqs u.  py1.uy1.y15 5 < < < <p t t y t ru! F p F p , . . sp 0 0
y1  . .kce qui montre que p t t y t ru! est dans A dans A des que u G 1 etÁ
tend vers zero lorsque k ª q`.Â
2  4Il resulte des proprietes de la trace que H s H f 0, 1 , mais une telleÂ Â Â
Ã0. .relation est impossible dans G X , D qui est integre; par consequentÁ ÂX Q
Ã0. .H f G X , D .X Q
2.5
Revenons au cas ou d et s sont quelconques. La proposition suivanteÁ
decrit les proprietes de H. On rappelle que U est un ouvert affine de X,Â Â Â
 .que X est de la forme Spf A et que t est un systeme de coordonneesÁ ÂNU
 . sq1locales de G U, O ; q designe toujours p .ÂX
 . d  ². 2PROPOSITION 2.5.1. i q H g G X , D ; H s H et H definit un pro-ÂX
jecteur O -lineaire de F#O sur O .ÂX 9 X X 9
 .  4  .ii Il existe une famille w de Frac A qui depend du systemeÂ Ár < r < - q`
de coordonnees locales t et de s et telle queÂ
u d .  . < < < <1 Tr t w s q d pour r - q et u - q;` `A r A9 r u, r
Ãm. .  .2 Hw g G U, D pour m 4 0;r X
kky r kyr w k x w k x .  .3 Hw s y1 t ­ q a ­ a¨ec a g A. r k kr /
kGr ; < <k Gq`
< <k -q`
Les q premiers coefficients de Hw ne dependent donc pas de F.Âr
r .  4  4iii La famille Hw est la base duale de t et les relations sui¨ antesr
 ².sont satisfaites dans G U, D :X
r1 t Hw s 1, .  r
< <r -q`
H si r s 0,
2 Hw H s . r  < < x w0 pour r g 0, q .`
 . d  .   ..  .Preu¨e. i Pour tout f g A, q H f s F* Tr f g A 2.2 ; lesA r A9
 .proprietes enoncees en i en decoulent.Â Â Â Â Â
 .  .  .  .ii On sait que x, y ¬ Tr xy est non degeneree sur Frac A .Â Â Â ÂA r A9
 4  .  .Il existe donc une famille w dependante de t et s dans Frac AÂr < r < - q`
  d..telles que la famille f ¬ Tr fw rq soit egale a la base dualeÂ ÁA r A9 r < r < - q`
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r u 4  .de la base t de A sur A9. Par construction, on a donc Tr t w sA r A9 r
d < < < <q d pour r - q et u - q. L'operateur Hw est donc a priori dansÂ` `u, r r
 .  ².Frac A m G U, D . Mais les relations d'orthogonalite imposent lesÂA X
w k x< <coefficients d'indice k avec k - q: si on ecrit Hw s  a ­ , on aÂ` r k k
kk kyu < <Hw t s a t s d k - q , . .  `r u k , ru /
uFk
d'ouÁ
a s 0 s'il existe i tel que k - r ; a s 1;k i i r
k kyu < <a s y a t pour r - k et k - q. `k u  /urFu-k
u uy r . .Supposant ensuite que a s yt pour u F k et u / k, on verifie aÂ Áru
l'aide de la formule precedente et d'un calcul simple que la formule estÂ Â
encore vraie pour u s k. D'ou les q d premiers coefficients de Hw telsÁ r
< <qu'annonces. Reste a voir que a g A lorsque k G q. Dans ce cas, onÂ Á `k
k s k .  .peut ecrire t s  s t avec s g F* A9 de sorte que Hw t sÂ < s < - q s, k s, k r`
 .s g F* A9 . On en deduit par recurrence que tous les a sont dans A;Â Âr , k k
Ãm. .par consequent Hw g G U, D pour m 4 0.Â r X
 .   .4iii Par construction la famille f ¬ Hw f est la base duale der
r r 4  .t . On a donc pour tout f g A, f s  Hw f t , ce qui entraõne laÃ< r < - q r`
r ² .  .relation 1 s  t Hw dans G U, D . En choisissant f [ H g , on< r < - q r X` r .   ..obtient H g s  t Hw H g . L'unicite de la decomposition dansÂ Â< r < - q r`r 4la base t exige donc que Hw H s d H.r 0, r
Ãmqsq1. .Remarque 2.5.2. On vient de voir que Hw g G U, D pour mr X
assez grand. Je ne sais pas preciser l'entier m mais on peut conjecturerÂ
compte tenu du paragraphe 3 qu'on peut choisir m tel que l'ideal maximalÂ
 w xm de V soit pourvu d'une m-PD-structure voir Be4 pour les definitionsÂ
.  .relatives aux m-PD-structures ; il suffirait alors de prendre m G log kp
w x w xavec k g erp y 1, e q 1 Be1, 1.3.1 ex.ii . En particulier, on conjecture
Ã sq1. .qu'en l'absence de ramification, on a Hw g G U, D . Je ne sais pasr X
5 5  . qnon plus si w F 1. Neanmoins dans le cas ou F* t s t , tout estÂ Áspr
explicite.
 . qPROPOSITION 2.5.3. Supposons que F* t s t ; H est un operateur enÂt
k w k x k w k xt ­ a coefficients dans Z qui commute donc a t ­ pour tout k ainsiÁ Á
w k xqu'a ­ lorsque q di¨ ise k. Il satisfait en outre aux proprietes sui¨ antes:Á ÂÂ
 . 21 H s  H , H s H .t iF d t t ti
Ã1. .  .2 Si s s 0, H g G U, D .t X
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 .3 Si d s 1,
qy1
k kyl kw k x k w k xH s yt ­ q y1 t ­ . .  .  t t t /l
ks0 kGq lFk , qrl
k w k x 1. .  .  .4 Si s s 0, H '  yt ­ modulo m A dans G U, D .t < r < - p X`
yr yr 1. r yrÃ .  .5 w s t , H t g G U, D , et  t H t s 1 dansr t X < r < - q t`Ã1. .G U, D ,X
kkyuyr kyr w k xH t s y1 t ­ . . t u /
kGr uFk ; qruyr
 .6
0 si k / q y r mod q ,
yr w k xH t ­ H st t yr w k x t ­ H si k s q y r mod q.t
 .Preu¨e. Explicitons la definition de H 2.4.2 :Â t
kyd k w k xiH s q z y 1 t ­ .  t i
q iFdkz s1
ky1 k w k xs q z y 1 t ­ s H . .   i t ti i
qiFd iFdkG0z s1
k w k x ky1 . k w k xComme t ­ s  t­ y i , on voit que t ­ commute avec H puist is0 t t t
k w k x w k xque t ­ commute avec H . Quant a la commutation avec ­ lorsque qÁt
divise k, elle resulte de la formule T ­ w k x s ­ w k xT s zyk­ w k xT .Â z t, t t z t z t, t t z t, t
 .  .  .L'assertion 2 resulte alors de 1 et de la Proposition 2.4.4. Pour 3 , leÂ
k w k x y1  .kqcoefficient de t ­ dans H est egal a q  z y 1 et on aÂ Át t z s1
k kyl ky1q z y 1 s y1 . .  .   /lq lFk , qrlz s1
 .  .Pour 4 , on se ramene au cas d s 1 grace a 1 . L'estimation de laÁ Ã Á
norme des coefficients realisee en la Proposition 2.4.4 montre que H 'Â Â t
k w k x Ã1. .  . yt ­ modulo mG U, D .k - p t X
yr " r .Pour montrer que w s t convient, il suffit de voir que Tr t estr A r A9
yr< < x wnul si r g 0, q ce qu'on verifie aisement. La formule donnant H tÂ Â` t
yr yrvient de T t s z T et de calculs similaires a ceux effectues plusÁ Âz t, t z , t, t
 .haut. Le reste de 5 a deja ete prouve en la Proposition 2.5.1.Â Á Â Â Â
 .  .Enfin, pour 6 , on se ramene au cas d s 1 grace a 1 et il suffit ensuiteÁ Ã Á
de verifier l'egalite sur les puissances de t.Â Â Â
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Remarque 2.5.4. Supposons que X soit lisse sur une base S, de dimen-
sion relative d. On peut relever localement au-dessus d'un ouvert affine de
S en X ª S , morphisme lisse de schemas formels. Le choix d'un systemeÂ Á
Ãdde coordonnees locales t determine un morphisme etale f : X ª A .Â Â Â S
Ayant choisi un relevement affine du Frobenius relatif de S, on en deduitÁ Â
 . pun relevement du Frobenius relatif de X tel que F* t s t . Les operateursÁ Â
yr d dÃ ÃH t definis sur A ont encore un sens sur A . Enfin, comme f induitÂt V S
;² ² yrd .un isomorphisme f * D ª D , les H t sont encore definis sur X .ÂÃA X tS
3. DESCENTE EXPLICITE DE LA STRUCTURE
DE O-MODULE
3.1
Le theoreme de Cartier en caracteristique p ) 0 stipule que l'imageÂ Á Â
 .inverse par le Frobenius relatif F pour s s 0 ici induit une equivalenceÂ
de categories entre les O -modules quasi-coherents et les O -modulesÂ ÂX 9 X
quasi-coherents munis d'une connexion integrable et de p-courbure nulleÂ Â
 w xvoir par exemple Ka, Th. 5.1 . Ces derniers sont en particulier des
D0.-modules et on peut interpreter le theoreme de Cartier comme unÂ Â ÁX
enonce de descente par Frobenius au niveau 0.Â Â
Dans le cadre de sa theorie des D²-modules, Berthelot a egalementÂ Â
Ãm.prouve un theoreme global de descente par Frobenius pour les D -mo-Â Â Á X
dules. On se propose d'expliciter cette descente a l'aide de H. RappelonsÁ
d'abord une preuve du theoreme de Cartier qui repose sur les proprietesÂ Á Â Â
de H et qui servira de modele pour le cas general.Á Â Â
Si E est un O -modules quasi-coherent a connexion integrable et deÂ Á ÂX
p-courbure nulle, il s'agit de montrer qu'on peut reconstruire E a partir deÁ
;=ses sections horizontales: O m E ª E. La preuve consiste a intro-ÁX O 9X
duire la serie de Taylor inverse tronquee a l'ordre p qui est egalement laÂ Â Á Â
  ..reduction de H modulo m Proposition 2.5.3 4 . Ce dernier est en faitÂ t
0.  . =dans D et agit donc sur E. Pour tout e g E , H e g E . Enfin, laX t
r yr 1. 0.Ã Ã .  .formule  t H t s 1 dans G U, D reste vraie dans G U, D< r < - q t X X`
Ã0. Ã1.  .  ..modulo Ker G U, D ª G U, D . Comme ce dernier est egal a l'idealÂ Á ÂX X
bilatere engendre par les ­ p et que la p-courbure est nulle, on a laÁ Â i
r yr yr = .  .relation e s  t H t e avec H t e g E .< r < - q t t`
3.2
ComencËons par rappeler l'enonce de Berthelot dans la cas particulier ouÂ Â Á
 .le schema de base est Spf V . Notons que puisque le relevement F: X ªÂ Á
X 9 est fidelement plat, l'image inverse au sens des D²-modules F !,Á
coõncide avec l'image inverse ordinaire au sens des O-modules F*.È
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w x m  .THEOREME 3.2.1 Be5 . Fixons m tel que p G er p y 1 . Alors leÂ Á
Ãm.foncteur F* induit une equi¨ alence de categories entre la categorie des D -Â Â Â X
Ãmqsq1.modules coherents et celle des D -modules coherents. Cet enonceÂ Â Â ÂX
decoule par passage a la limite d'un resultat analogue modulo m nq1 pourÂ Á Â
tout n G 0.
On peut supposer s s 0. On va esquisser la preuve de l'essentielle
Ãmq1.surjectivite pour expliquer comment a partir d'un D -module coherentÂ Á ÂX
E mq1., on obtient une donnee de descente effective relativement a FÂ Á
modulo m nq1 pour tout n. La condition sur m garantit que m est muni
d'une m-PD-structure, m k etant muni des puissances divisees canoniquesÂ Â
w  . x mq1. mq1.pour k g er p y 1 , e q 1 . On note par E la reduction de EÂn
modulo mnq1.
u  .  u . uSoit D X [ Spec P ou P designe le fais-Á Âmq 1 n X r V mq1. X r V mq1.n n n n
ceau des parties principales de niveau m q 1 et d'ordre u de X . Il re-Ân
sulte des proprietes des puissances divisees qu'il existe pour u 4 0, uneÂ Â Â




6X = X X = X Xn X n n n nn p1 66
6
6
d p p1 2
u u u .  .  .D X D X D Xmq 1 n mq1 n mq1 n
L'image inverse par d de la serie de Taylor « de E mq1. induit uneÂ u n
donnee de descente sur X = X X relativement au morphisme fidelementÂ Án X nn
plat F . La descente etant effective, on en deduit l'existence d'un O X -Â Ân X nm. U  m.. mq1.module quasi-coherent note E tel que F E , E . En explici-Â Â n n n n
tant la condition de descente sur l'ouvert U muni du systeme de coor-Á
donnees locales t, on trouveÂ
Idm1m1 Um. mq1. mq1.66E s Ker E p En n 1 n 5 .  .d * « ( 1m1mIdu
mq1. u:mq1 u4mq 1s e g E r ­ e m t s e m 1 m 1 . 3.2.2 .  .n O 5X n
u
Dans ces formules, les projections sont celles de X = X X sur X ;n X n nn
t [ 1 m t y t m 1 vit dans O m O et verifie t p mq 1 g m kIÂXi i i X O X inn X n
 .I etant l'ideal de la diagonale car m est muni d'une m-PD-structure.Â Â
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mq1. mq1 w xnSi on ecrit u s q p q r , on a, ] designant les puissancesÂ Âi u ii
divisees canoniques,Â
d mq1.qmq 1 u iu4 r pmq 1t s t t . i
is1
 .On voit donc que la somme 3.2.2 est en fait finie.
Les E m. pour n variable forment un systeme projectif surjectif. Si onÁn
; Um. m. m. m. mq1. .pose alors E [ lim E , on a F* E ª lim F E , E .6 6n nn n n
Remarque. L'hypothese sur m est superflue si l'on suppose que FÁ
releve le Frobenius de X modulo un sous-ideal convenable de m. C'est enÁ Â
particulier le cas si X est affine et s'il existe un systeme de coordonneesÁ Â
 . p n  n.  .y1locales t tel que F* t s t mod p A avec ¨ p G p y 1 . En effet,p
dans ce cas, on a avec les notations qui precedent, t p g p nI de sorte queÂ Á i
la preuve fonctionne deja pour m s 0.Â Á
On va donner une autre description de E m. a l'aide de l'operateur HÁ Â
 .ou Hw defini en la Proposition 2.5.1. La formule 3.2.2 reste valable pourÂ0
s quelconque en changeant m q 1 en m q s q 1 si l'on part avec un
Ãmqsq1. mqsq1.D -module coherent E .ÂX
LEMME 3.2.3. Supposons que m soit assez grand pour que l'operateur HwÂ 0
Ãmqsq1. . Xdefini en la Proposition 2.5.1 soit dans G U, D . Alors le O -moduleÂ X X n
E m. construit precedemment peut aussi se decrire sur U parÂ Â Â
Hw 0m. mqsq1. mqsq1.E s Im F#E ª F#E . 3.2.4 . /
Ãmqsq1. .Si H g G X , D , la meme description a¨ec H a la place de Hw estÃ ÁX 0
¨alable sur X tout entier.
Preu¨e. La preuve qui suit etant la meme pour tout s, on peut supposerÂ Ã
pour simplifier les notations que s s 0. On introduit le morphisme A9-
Ãlineaire a droite et A-lineaire a gauche c defini parÂ Á Â Á Â
Ãc : A m A ª A , a m b ¬ aHw b . .A9 0
Ã .Il resulte des proprietes de Hw Proposition 2.5.1 que c est bien defini.Â Â Â Â0
Ã nq1 . On note c resp. c la reduction de c modulo m resp. l'exten-Ân Q
mq1. u:mq 1.  .  .sion a A m A m Q . Soit donc e g G U, E tel que  ­ e mÁ Z n u A nu4mq 1t s e m 1 m 1. En appliquant c a cette egalite, on trouve queÁ Â Ân
u: u4mq 1 mq1 .  . ­ e m c t s e. On calcule ensuite, compte tenu de lau A nn
description de la m q 1-PD-structure sur l'ideal de la diagonale de A mÂ A9
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A et de A m X A :n A nn
u4 u4 mq1.mq 1c t s c t rq ! .  .Q Q u
u uy i i mq1.s c yt m t rq ! .Q u /i /iFu
u uy iyd i mq1.s p yt T w t rq ! .  .  t  t . , t 0 u /i
tgG iFu
uyd mq1.s p T w t t y t rq !. .  . . t  t . , t 0 u
tgG
k:mq 1Il s'agit du coefficient de ­ dans Hw et c'est donc un element de A.Â Â0
Cette formule reste donc valable modulo m nq1, ce qui nous donne
finalement
uu: yd mq1.mq 1­ e m p T w t t y t rq !s e, .  .  . .  t  t . , t 0 u
u tgG
c'est a direÁ
Hw e s e. .0
 mq1..  .Reciproquement, montrons que pour tout e g G U, E , Hw eÂ n 0
 .satisfait l'equation 3.2.2 . Ecrivons pour cela la condition de cocycle pourÂ
la serie de Taylor de E mq1. sur P kÂ n X r V mq1.n n
 4  4i u i: u:mq 1 mq1­ ­ e m 1 m t y t m 1 m 1 m t y t m 1 .  .  . .  A A
u i
 4uu:mq 1s ­ e m 1 m 1 m t y t m 1 m 1 . 3.2.5 .  . . A
u
Appliquons a cette egalite le morphisme bi-A-lineaire:Á Â Â Â
A m A m A ª A m A ,V V A9
a m b m c ¬ a m bHw c s aHw c m b. .  .A9 0 0 A9
 .Le membre de gauche de 3.2.5 devient
 i: u:mq 1 mq1­ ­ e . .
u , i
u 4i yd mq1.m 1 m t y t m 1 p T w t t y t rq ! . .  . .A t  t . , t 0 u
tgG
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U  i:mq 1  ..qui est egal par p -semi-linearite de la serie de Taylor a  ­ Hw eÂ Â Â Â Á2 i 0
i4m t tandis que le membre de droite se tranforme en
u uy iu: i mq1.mq 1­ e m yt Hw t rq ! m 1 .  .  . A 0 u A9 /iu iFu
uu: yd mq1.mq 1s ­ e m p t t y t T w rq !m 1 .  . . . A t  t . , t 0 u A9
u tgG
s Hw e m 1 m 1. .0 A9
Le meme raisonnement avec H en lieu et place de Hw reste valableÃ 0
Ãmq1. .pourvu que H g G X , D . Dans ce cas, comme H est defini globale-ÂX
 .ment, la description 3.2.4 est valable globalement.
3.3
On peut maintenant expliciter la descente par Frobenius; F designeÂ
 .toujours le relevement sur X du s q 1 -ieme itere du Frobenius relatif deÁ Á Â Â
 4X et la famille w a ete definie en la Proposition 2.5.1.Â Â Âr
Ãmqsq1. . PROPOSITION 3.3.1. On suppose que Hw g G U, D resp. H g0 X
Ãmqsq1. mqsq1. Ãmqsq1. .. G X , D . Soit E un D -module. On pose sur U resp.X X
.sur X
 .Hw resp . H0m. mqsq1. mqsq1.6E [ Im F#E F#E . 3.3.2 . .
m.  .Alors E est un O -module resp. O -module et il existe un isomor-X 9NU9 X 9
phisme O -lineaire FÂX
;m. mqsq1.F : F*E ª E , f m Hw e ¬ fHw e . 3.3.3 .  .  .0 0
L'in¨erse etant donne parÂ Â
y1 rF : e ¬ t m Hw e . 3.3.4 .  . r
< <r -q`
Ainsi, lorsque le rele¨ement du Frobenius est defini sur X tout entier et que HÁ Â
Ãmqsq1. .est dans G X , D , on obtient une description intrinseque et explicite duÁX
theoreme de descente par Frobenius sur X tout entier.Â Á
Preu¨e. Le morphisme d'adjonction F*F#E mqsq1. ª E mqsq1. four-
nit
 .F*Hw resp. F*H0mqsq1. mqsq1. mqsq1.6F*F#E F*F#E ª E .
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 .  . mqsq1.D'ou un morphisme F: F* Im Hw , Im F*Hw ª E qu'onÁ 0 0
peut expliciter au niveau des prefaisceaux comme suitÂ
r rF t m Hw e s t m Hw e . .  . 0 r 0 r /
< < < <r -q r -q` `
Il aut verifier que l'inverse est bien tel que decrit dans l'enonce. Il suffitÂ Â Â Â
 .d'effectuer la verification au niveau des prefaisceaux. Comme Hw Hw eÂ Â 0 r
 .   ..  .  .s Hw e Proposition 2.5.1 iii , on a bien Hw e g Im Hw . On a alorsr r 0
r rF t m Hw e s t Hw e s e Proposition 2.5.1 iii , .  .  . . r r /
< < < <r -q r -q` `
s r rt m Hw t Hw e s t m Hw e . .  .  s r r r r /
< < < < < <s -q r -q r -q` ` `
 .En effet, pour f g A, comme Hw f g A9, on ar
r rHw t Hw f s Hw f Hw t s d Hw f . .  .  . .s r r s s , r r
Cela acheve la preuve.Á
4. DESCENTE DE LA STRUCTURE DE D-MODULE
4.1
Ãm.On desire maintenant expliciter la structure de D -module du O -Â X 9 X 9
m.  .module E defini en 3.3.2 . Cette structure s'obtient par descente de laÂ
mqsq1. w xserie de Taylor de E . On renvoie a Be5 pour les details de laÂ Á Â
preuve qui repose encore sur des arguments de descente fidelement plate.Á
 .  .  . m.L'action du vecteur ligne ­ , . . . , ­ sur Hw e g E s'obtient alors1 d 0
;m. mqsq1.en explicitant la D -linearite de l'isomorphisme F: F*E ª EÂ ÂX
 .decrit en 3.3.3 :Â
­ Hw e s ­ F 1 m Hw e s F ­ 1 m Hw e .  .  . .  .  . .  .0 0 A9 0
s F ­ F* t m ­ Hw e .  . . j i A9 t 0 /i /
i j
s ­ F* t F 1 m ­ Hw e .  . .  . j i t 0 /i
i j
s F 1 m ­ Hw e tJ , . .0
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 . t .  .ou avec les conventions de 1.2.1 , J [ ­ F* t designe la matrice jaco-Á Â
bienne de F, ­ agissant sur E m. dans le terme de gauche et sur E mqsq1.
dans le terme de droite.
4.2
  ..  .La valeur de F 1 m ­ Hw e apparaissant dans 4.1.1 ne peut pas0
 .se deduire directement de l'equation qui precede car det J est de valua-Â Â Â Á
tion p-adique strictement positive. Le morphisme de Frobenius etantÂ
 .generiquement etale sur Spec A m Q , le critere jacobien montre queÂ Â Â Á
 .det J est non identiquement nul. On doit donc travailler a priori dans
 .  ².Frac A m G U, D .A X
  ..LEMME 4.2.1. Supposons d s 1, s s 0; ­ F* t est non nul et sit
 . p   ..F* t s t mod pA, alors ­ F* t est de ¨aluation p-adique egale a 1Â Át
exactement.
 . pPreu¨e. On ecrit F* t s t q uw avec w g A, u g m , puis on de-Â Â
 . r   ..compose w sous la forme  F* a t . Comme ­ F* a sr - p r t r
  ..   ..­ F* t F* ­ a , on obtientt t r
r ry1 py1­ F* t 1 y u F* ­ a t s u rF* a t q pt . .  .  . .  . t t r r
r-p r-p
 . ry1Le membre de droite est non nul car  rF* a t ne possede pas deÁr - p r
composante en t py1 et pour la meme raison, si on peut choisir u s p, alorsÃ
  . ry1 py1.    ...¨  rF* a t q t s 0 de sorte qu'on a ¨ ­ F* t s 1.p r - p r p t
4.3
 .Revenons au cas general d, s quelconques . Pour f g A, on a l'egaliteÂ Â Â Â
  ..   ..t   ..­ F* f s F* ­ f J, J etant la matrice jacobienne de F voir 4.1.1 .Â
² X Comme H g D et definit sur U un projecteur de A sur A Proposi-ÂX Q Q Q
 ..  .t y1 dtion 2.5.1 i , le vecteur ­ H f J est dans A . On definit donc unÂQ
 .  .  ² .dvecteur ligne ­ 9 de G U, D en posantX Q
t ­ 9 [ Jy1 t ­ H , 4.3.1 . .  .
de sorte que pour d s 1
y1
­ 9 s ­ F* t ­ H . .  . .t t t
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Chaque ­ X ayant ainsi ete defini, on peut iterer la construction en posantÂ Â Â Âi
pour k:
d
kXw k x ²i­ 9 [ ­ rk !g G U, D , .  . .  i i X Q
is1 4.3.2 .
k: m. w k x ²m­ 9 [ q ! ­ 9 g G U, D . . .  .k X Q
Plus generalement, a tout operateur P g Dm. s'ecrivant localement sur UÂ Â Á Â ÂX 9
k: ²msous la forme  a ­ , on fait correspondre P9 g D defini parÂk k X Q
k:mP9 [ F* a ­ 9, 4.3.3 .  . . k
k
 .avec la convention que 1 9 [ H. Remarquons que P9H s HP9 s P9
puisque H est facteur a droite dans P9 et que H 2 s H. Par construction,Á
P9 satisfait
; f g A9, F* P f s P9 F* f . 4.3.4 .  .  . .  .
On en deduit que P9 est l'unique operateur de D² se factorisant par H aÂ Â ÁX Q
 .droite et satisfaisant 4.3.4 . Par consequent, P9 ne depend pas du choix duÂ Â
systeme de coordonnees locales t et est defini sur le meme ouvert que P.Á Â Â Ã
 .On deduit egalement de 4.3.4 que P ¬ P9 est un morphisme de fais-Â Â
 ² .ceaux de O -algebres: D ª F# D .ÁX 9 X 9 X Q
w k x .Les operateurs ­ 9 ``heritent'' aussi des proprietes des operateursÂ Â Â Â Â
w k x w k x w ky1xw .  .x  .­ ; par exemple, pour d s 1, k G 1, on a ­ 9, F* t s ­ 9. Det t
X  .meme les ­ commutent entre eux ce qui justifie la definition 4.3.2 .Ã Âi
4.4
On peut egalement faire la construction avec Hw au lieu de H, lesÂ 0
w k x ² .  .  .­ 9 etant alors tous dans G U, D : en effet, il resulte de 4.3.4 et duÂ ÂX
w k x .  .fait que Hw definisse un projecteur de A sur A9 que ­ 9 A ; A. IlÂ0
n'est pas clair en revanche que si m possede une m-PD-structure, alors ilÁ
k:m .  .existe un entier u G 0 on s'attend a u s s tel que tous les ­ 9 soientÁ
Ãmquq1. .dans G U, D .X
k:m .Supposons que les ­ 9 pour k variable, soient tous dans
Ãmqsq1. .  .G U, D pour H ou Hw alors P9 a encore un sens, P9 gX 0
Ãmqsq1.  .D et satisfait toujours 4.3.4 ; P ¬ P9 est alors un morphisme deX
Ãm. Ãmqsq1. .faisceaux de O -algebres: D ª F# D .ÁX 9 X 9 X
1.  . pPROPOSITION 4.4.1. Supposons s s 0, d s 1, et F * t s t mod pA,
k:m Ãmq1. k .  .  .alors pour tout k G 0, ­ 9 g G U, D . En particulier, ­ 9 estt X t
Ã1. Ã0. k .dans D et ``presque'' dans D : plus precisement, si on ecrit ­ 9 sÂ Â ÂX X Q t
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 a ­ wux, alorsuG 0 u t
5 5 kq1 < < uys u.a F p p ,spu 0
5 5 kq1de sorte que a ru! F p .u
 .  .Preu¨e. Comme ­ 9 s H ­ 9 et que H s Id , on peut aussi ecrireÂt t N A9 A9
 k:m.­ 9 sous la formet
ky1k: m.m­ 9 s q ! ­ F* t ­ rk!H . . . .  .t k t t
   ..y1 .kL'operateur ­ F* t ­ , une fois developpe, peut s'ecrire sous laÂ Â Â Ât t
forme
k yay1 j j­ F* t ­ s a ­ F* t ­ , .  . .  . .t t k , j t t
1FjFk
 .    ...  .avec a g O et ¨ a y a G yk car ¨ ­ F* t s 1 Lemme 4.2.1 .k , j X p k , j j p t
wux 5 5 < < uOn sait d'autre part que pH s  h ­ avec h F p . On enspu u t u 0
deduit par la formule de Leibniz queÂ
w x j wux; j g 1, k , p­ H s h ­t u , j t
u
avec
5 5 < < uy i < < < <y1h F Max p u! u y i ! . . .spu , j 0
w xig 0, j
u:1  w u x.Par consequent, le coefficient de ­ resp. de ­ dansÂ t t
   ..y1 .k­ F* t ­ Hrk! est de norme spectrale majoree parÂt t
kq1 < < uy i < < < <y1 < <y1Max p p u! u y i ! ¨ ! , avec u s ¨p q r , r - p , . .0
w xig 0, k
4.4.2 .
resp. par
kq1 < < uy i < < < <y1Max p p u! u y i ! . . .0
w xig 0, k
 k .On deduit simplement de cette derniere inegalite que ­ 9 est ``presque''Â Á Â Â t
Ã0.  .  .dans D . Puis en utilisant s u s s ¨ q r, on obtientX Q
kq1 < < uy i < < < <y1p p u! u y i !¨ ! .0
< <y py1. kq1.quyiquys u.yuyi.qs uyi.y¨qs ¨ .F p 0
< <y py1. kq1.qp¨qrys u.qs uyi.y¨qs ¨ .F p 0
< <y py1. kq1y¨ .qs uyi.F p .0
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 . u:1Pour ¨ G k q 1, c'est a dire u G k q 1 p, le coefficient de ­ dansÁ 1
 k:1.­ 9 est dans O et tend vers zero quand u tend vers l'infini. Reste leÂt X
 n.  .cas ¨ F k; on sait que pour n g N, H t est de la forme F* f , f g A9.
Un calcul rapide donne
ky1 k­ F* t ­ F* f s F* ­ f g k! A. .  .  . .  . .t t t
 w k x. ²  .On en tire que ­ 9 g D et que pour u - k q 1 p, le coefficient det X
u:1  k:1.  k:m. m.  w k x.­ dans ­ 9 est egalement dans A. Enfin, ­ 9 s q ! ­ 9Ât t t k t
Ã1. m. mq1. .dans D . Pour u F kp, on a ¨ q !rq ! G 0 de sorte que leX Q p k u
u:mq 1  k:m.coefficient de ­ dans ­ 9 est dans A. Pour conclure quet t
k:m Ãmq1. .  .­ 9 g D , il suffit maintenant d'invoquer la partie a du lemmet X
suivant:
LEMME 4.4.3. Pour tout m G 0, les inegalites sui¨ antes sont satisfaites:Â Â
qm.! q1.!k u
a ¨ G 0, ;u G kp, . p mq1. /k! q !u
qmq1.! u!k 1.b ¨ G 0, ;u G q . . p k1. m. /q ! q !k u
 . 1. 1. 1. w w 1.Preu¨e. a On ecrit u s q p q r avec r g 0, p , q sÂ u u u u
mq1. m w mw m. m m. m. w mwq p q r avec r g 0, p , et k s q p q r avec r g 0, p .u k k k
On a alors r mq1. s rp q r 1.. Avec les notations de la Proposition 1.2.5,u u
il suffit de demontrer l'inegalite suivante:Â Â Â
D [ p q1. y s q1. y qmq1. q s qmq1. .  . u u u u
qqm. y s qm. y k q s k G 0. . . .k k
Il vient successivement
D s u y pk y r 1.u
q p ys q1. y qmq1. q s qmq1. q qm. q s r m. .  .  . .u u u k k
s qmq1. y qm. pmq 1 y p . .u k
q p r y s q1. q s qmq1. q s r m. y r m. .  .  . .u u k k
s qmq1. y qm. pmq 1 y p q p r y s r q s r m. y r m. . . .  . .u k k k
s p qmq1. y qm. pm y 1 q p y 1 ¨ r ! y ¨ r m.! . .  .  . .  . . /u k p p k
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De deux choses l'une: ou bien qmq1. y qm. G 1 et alors commeu k
 .  m. . m. m mq1.p y 1 ¨ r ! F r - p y 1, on conclut que D G 0; ou bien q yp k k u
qm. s 0 et alors, la condition u G kp entraõne r G r m. puis D G 0.Ãk k
 .La partie b se prouve par des considerations analogues.Â
4.5
sq1  .On note toujours q [ p s G 0 . Si l'ordre d'iteration du FrobeniusÂ
est appele a varier, on notera P  sq1. au lieu de P9 si l'on desire specifierÂ Á Â Â
 .que P9 est defini relativement au s q 1 -ieme itere du Frobenius; on aÂ Á Â Â
 s.  . sq1.  .donc H s 1 2.4 .
 s. Ãmqs. .On pourrait d'autre part definir P comme l'operateur de G U, DÂ Â X
 s. Ãm. 1. . s.obtenu a partir de P g G U , D en iterant s fois l'operation P ¬ P .Á Â ÂX
 s.. On note provisoirement l'operateur ainsi obtenu par P on a doncÂ
1. 1.. 0.. Ãm. 1. p.  .1.P s P ; P [ P ; d'apres 4.4, si P g D , d s 1 et F * t s tÁ X
1. Ãmq1.modulo pA, alors P g D . On va s'attacher a montrer que toutesÁX
ces notations sont compatibles entre elles et qu'en particulier H  s. s
 0.. s.. 1.  . pH , au moins dans le cas ou F * t s t modulo pA.Á
 s..  .LEMME 4.5.1. A¨ec les notations qui precedent, P ¨erifie 4.3.4 :Â Á Â
; f g A s. , P  s.. F  s.* f s F  s.* P f . .  . . .
 .Preu¨e. L'egalite F w ( F s F (w valable pour tout morphismeÂ Â X Y
w : X ª Y, appliquee a w s F  s. et combinee avec l'egalite F  sq1. sÂ Á Â Â Â
  s..  w x.F F ( F voir par exemple SGAV, exp. XV donne
; f g A sq1. , F  sq1.* f s F F  s. ( F * f s F  s.*( FU s. f . .  .  .  . . X
Il vient ensuite
F  s.* P f s F  sy1.U ( FU sy1. P f .  . .  .X X
s F  sy1.U P 1.. FU sy1. f . . .X X
s F  sy2.U P 2.. FU sy2.( FU sy1. f . . .X X X
s ??? s P  s.. F  sy1.( F  sy2.( ??? ( F * f .  . .X X X
s P  s.. F  s.* f . . .
1.  . p 1.  .PROPOSITION 4.5.2. Supposons qu'on ait F * t s t ou bien F * t s
p  s. Ã sq1.t mod pA et d s 1. Alors H est dans D . On a de facËon plus preciseÂX
 s.   sy1..1..  0.. s..H s H s ??? s H
Ãm.  sq1.. sq1.Pour tout operateur P g D , l'operateur itere P coıncide a¨ecÂ Â Â Â ÈX
P  sq1..
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Preu¨e. On procede par recurrence sur s, le cas s s 0 etant deja traiteÁ Â Â Â Á Â
 .Propositions 2.4.4 et 2.5.3 . L'hypothese sur F garantit d'apres 4.4 queÁ Á
1.. Ãm.  .P est bien defini pour tout P g D m G 0 . Supposons donc queÂ X
 sy1. Ã s.  s..  s.H soit dans D et que P s P pour tout operateur P dansÂX
Ãm. s.D . La transivite de la trace fournitÂX
; f g A , Tr  sq1.  sq1. f s Tr 1. 1.  sq1.  sq1. .A r F * A . F * A .r F * A .
(Tr 1. 1. f . .A r F * A .
Vue la construction de H a l'aide de la trace, on obtient doncÁ
y1 s. 1.  sy1. 1. 0.H f s F * H F * H f .  .  . . / /
 ..  ..1 1 sy1. 0.  sy1.s H H f s H f . .  .  .  . .
0.   sy1..La derniere egalite venant de ce que H et meme H est facteur aÁ Â Â Ã Á
  sy1..1..  s.   sy1..1..droite dans H . On a donc H s H et de proche en
 s. 0.  s..  sy1. Ã s. .proche H s H . Comme par hypothese H est dans D , onÁ X
 s. Ã sq1.en deduit que H g D .Â X
Il resulte de l'hypothese de recurrence que H  sy1. est facteur a droiteÂ Á Â Á
dans P  s... Comme P ¬ P 1. est un morphisme de faisceaux d'anneaux,
  sy1..1..  s.   s...1..  sq1..H s H est facteur a droite de P s P . SupposonsÁ
d'abord que P soit d'ordre fini afin que P  sq1. soit bien defini; on sait queÂ
 sq1.  .  s.P est l'unique operateur verifiant 4.3.4 et se factorisant par H aÂ Â Á
droite. On deduit alors du Lemma 5.1.1 que P  sq1. s P  sq1.. pour PÂ
k:m Ãm. sq1.d'ordre fini et en particulier pour P s ­ . Le resultat pour P g DÂt X
en decoule par passage a la limite.Â Á
4.6
 . q  sq1.  .Dans le cas particulier ou F* t s t q s p , les definitions 4.3.2Á Â
 .deviennnent, compte tenu de la Proposition 2.5.3 1 et de ce que la matrice
jacobienne J est diagonale,
d k i . y1sq1w k x qy1  s.­ s qt ­ H rk !. 4.6.1 . . .  i t t i /i
is1
Comme pour le cas k s 0, on est en mesure d'expliciter les coefficients.
On renvoie a 1.2 pour les notations concernant les multi-indices.Á
 . q  sq1.PROPOSITION 4.6.2. On suppose F* t s t q s p ; alors:
k  sq1.  sq1.Ã .  .  .1 Pour tout k, ­ g G U, D .X
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 .2
 .sq1  .uyk qqrw k x­ s yt . .  
uGk < <r -q`
uq q r k q ii wuqqr x= y1 ­ . .  /k /q k q i .iFuyk
n: k  sq1.sq 1 .  .3 Le coefficient de ­ dans l'operateur ­ est de normeÂ
< k <y < q  sq1. <nspectrale majoree par p , c'est a dire,Â Á
uq q r k q ii¨ y1 .p  /k /q k q i .iFuyk
dp s k y s u .  .i i
< <G u y k q .p y 1 p y 1is1
w k x  sq1. yr .On dispose d'une minoration analogue pour les operateurs ­ t ,Â
< <r - q.`
k  sq1.  sq1. .  .4 La reduction de ­ modulo m dans D est donnee parÂ ÂX
kq q r . rsq1k k qqr:  sq1.sq 1­ ' yt ­ modulo m dans D , . .  X /kq
< <r -q`
r s. w r x  sq1.H ' yt ­ modulo m dans D . .t X
< <r -q`
u  s. yr  sq1.Ã .5 Si r s'ecrit  r p , l'operateur H t admet dans D laÂ ÂuF s u t X
decomposition sui¨ ante:Â
 .  .s sy1 s. yr yr yr yrs sy1 0H t s H t H t ??? H t . .  .  .t t t t
 .Preu¨e. 1 decoule immediatement de la Proposition 4.5.2. On verifieÂ Â Â
 .  s. immediatement que pour k s 0, la formule 2 redonne bien H Pro-Â t
n n. < <  .position 2.5.3 . On suppose donc k ) 0. Comme H t est egal a t si qÂ Á` t
divise n et nul sinon, on voit facilement que
¡ u
quyk . .sq1 t si n s qu avec u G k ,w k x n ~  /­ t s k . . ¢
0 sinon.
On en deduit que les seuls coefficients eventuellement non nuls deÂ Â
w k x  sq1. w qk x .­ sont ceux d'ordre G qk et que le coefficient de ­ est egalÂ
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 s.  .a 1. Compte tenu du caractere multiplicatif de H Proposition 2.5.3 etÁ Á t
w k x  sq1. .  .de la formule proposee pour ­ , il suffit de prouver 2 pour d s 1.Â
w nx  w k x. sq1.Notons alors a le coefficient de ­ dans ­ . On ecrit n s uq q rÂn t t
w wavec r g 0, q ; on effectue ensuite une double recurrence sur u et sur r aÂ Á
u fixe. Supposant que a est tel que decrit dans l'enonce, jusqu'au rangÂ Â Â Ân
 .  w k x. sq1. uqqrq1..u, r avec r - q y 1, la condition ­ t s 0 impose lat
valeur de a :uqqrq1
qy1uy1
 .iyk qqsa s y yt . uqqrq1
isk ss0
iyk iq q s k q jj
= y1 .  / /k q j q . kjs0
uq q r q 1 uyi.qqrq1ys= t /iq q s
r uyk uq q s k q j . juyk qqsy yt y1 .  .   / /k q j q . kss0 js0
=
uq q r q 1 rq1yst . /uq q s
Des calculs elementaires sur les coefficients binomiaux montre que aÂ Â uqqrq1
est bien donne parÂ
uyk uq q r q 1 k q j . juyk qqrq1a s yt y1 . .  .uqqrq1  / /k q j q . kjs0
Lorsque r s q y 1, on a
 .sq1 u q 1w k x uq1.q uq1.q­ t s t . .t  /k
et le meme type de calculs montre que la formule annoncee est encoreÃ Â
correcte.
 .Pour 3 , on procede par recurrence. On commence par le cas s s 0. LaÁ Â Á
encore, on peut supposer d s 1; notons n s uq q r avec r - q. On a
 .  .  .prouve en 4.4.2 que pour s s 0, on a ¨ k!a ru! G u y k q 1 qÂ p n
 .  .  .  .s n y i r p y 1 . Come i F k et n G kp, on a s n y i r p y 1 ) 0.
Par ailleurs k!a ru!g t nyk pZ d'apres la Proposition 4.4.1 et ce qui precede,Á Â Án
 .de sorte que ¨ k!a ru! G u y k. Donc pour s s 0, on ap n
5 1. 5 kyq
1.
nk!a rq ! F p . 4.6.3 .spn n
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k  s. n:s .Passons maintenant au cas s quelconque; on ecrit ­ s  a ­ .Â n n
D'apres la Proposition 4.5.2, on aÁ
 .  .sq1 1k n:s­ s F* a ­ . .  . n
n
avec
 .1n:  s. u:s 1­ s q !rn! b ­ . . n u , n
uGpn
u: k  sq1.sq 1  .Par consequent, le coefficient de ­ dans ­ s'ecritÂ Â
b F* a q s.!rn! q1.!rq sq1.! , .  . . u , n n n u u
uGpn
<  s. < < < < 1. < < <et sa valuation est minoree par q y k q q y n compte tenu deÂ n u
 .l'hypothese de recurrence, du Lemma 4.4.3 a et de ce que F* est uneÁ Â
< < <  s. < isometrie. Mais n y q est une fonction croissante de n n G n «Â n 1 2
< < <  s. < < < <  s. <. <  s. < < <n y q G n y q . La valuation est donc minoree par q y kÂ1 n 2 n n1 2
avec n s q1.; mais dans ce cas q s. s q sq1., d'ou l'hypothese de recur-Á Á Âu n u
rence au rang suivant. D'ou la minoration cherchee qui demeure valableÁ Â
w k x  sq1. yr . < <  .pour l'operateur ­ t , r - q: en effet 4.6.3 est encore vraiÂ `
comme on le voit sur la formule
 .sq1w k x yr w j x yr  sq1. n:sq 1­ t s a ­ t rq ! ­ . 4.6.4 .  . .  t nqj t n t
nG0 jG0
 .  .Du coup, 4 decoule directement de 3 et de la description explicite deÂ
k  sq1. .  .­ . Reste a voir 5 ; il suffit de le voir lorsque d s 1. Pour f g A,Á
 s. yr . r  qy14H t f est la composante de f en t dans la base 1, t, . . . , t . Lat
formule decoule alors de l'egalite suivante:Â Â Â
iy1 s. yr  sy1. yr  sy1.  sy1. y r ps i- s iH t f s F * H t F * H t f .  .  . .t t t
 . isy1yr  sy1. y r ps i- s is H t H t f s ??? . . .  .t t
Voici encore quelques formules utiles a l'occasion.Á
 . q  sq1.LEMME 4.6.5. On suppose d s 1 et F* t s t q s p ; alors
ky1
k qk w k xq t ­ 9 s t­ y qi H , . . t t t
is0
ky1
k k qt ­ H s qt ­ 9 y i . . .t t t
is0
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k w k x ky1 .Preu¨e. La premiere formule provient de t ­ s  t­ y i parÁ t is0 t
application de P ¬ P9 et de ce que H commute a t­ . Quant a laÁ Át t
deuxieme, en reprenant les notations de la Proposition 3.3.1, on a pourÁ
tout e g E m.
ky1
k kt ­ 1 m H e s t­ y i 1 m H e .  .  . .  .t t t t
is0
ky1
s 1 m qt­ y i H e , .  . t t
is0
  ..   ..car t­ F* f s F* qt­ f . D'ou la formule en appliquant F.Át t
4.7
mqsq1. Ãmqsq1. Ãm.w xLorsque E s D , Berthelot Be5 a decrit le D -moduleÂX X
correspondant E m.:
;m. mqsq1.Ã ÃF : F* D m H o m F#O , O ª D . 4.7.1 .  . /X 9 O X X 9 XOX 9 X 9
m. Ãm. Ãm. m.On a donc E , D m O ; la structure de D -module de EÏXX 9 O X X 9X m . Ãm.etant ici donnee par la structure gauche de D et le produit tensorielÂ Â X 9
Ãm.utilisant la structure droite de D . La preuve consiste a passer au dualÁX 9
puis a reduire modulo m nq1; on utilise alors les proprietes des m-PD-Á Â Â Â
enveloppes. Nous sommes en mesure d'expliciter localement cet isomor-
w k x q .  .phisme a l'aide des operateurs ­ 9, au moins dans le cas ou F* t s t .Á Â Á
 . q  .PROPOSITION 4.7.2. Supposons F* t s t . Alors l'isomorphisme 4.7.1
se decrit parÂ
r yu r X yuF t m P m H t s t P H t .   u t u t /
< < < < < < < <r -q u -q r -q u -q` ` ` `
Ãmqsq1.En particulier, tout operateur de D se decompose de facËon unique surÂ ÂX
le modele du terme de droite.Á
yu .Preu¨e. Dans l'enonce, la famille H t est une base du dual OÂ Â Ït < u < - q X`
Ãmqsq1. .Proposition 2.5.1 . La fleche est D -lineaire: comme les deuxÁ ÂX
 .termes de 4.7.1 sont sans p-torsion ni t-torsion, il suffit de voir que
 . y1F( t ­ s t ­ (F, ce qui resulte de la formule t ­ 9 s q t ­ . PourÂi i i i i i i i
prouver que F est bijective, il suffit de demontrer que tout operateurÂ Â
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Ãmqsq1.P g D s'ecrit de facËon unique sous la formeÂX
r X yu m.ÃP s t m P m H t avec P g D . 4.7.3 .  r , u t r , u X
< < < <r -q u -q` `
Le cas s quelconque s'obtient a partir du cas s s 0 en iterant la decom-Á Â Â
 .position et en utilisant la Proposition 4.6.2 5 . On suppose donc s s 0.
k:mq 1 .Pour prouver 4.7.3 , il suffit de considerer le cas ou P s ­ . OnÂ Á
k:  pk:m mq1 .  .remarque que ­ 9 s'ecrit ­ q terme d'ordre ) kp et queÂ
yu wux  . < <H t s'ecrit ­ q terme d'ordre ) u . D'autre part, pour u - p, on aÂ `t
w  .xl'egalite BE4, 2.2.4 iiiÂ Â
kp q u k pqu: k p: wuxmq 1 mq1­ s ­ ­ , ;u
U w  .xet le coefficient binomial qui apparaõt est dans Z BE3, 1.1.3 iii . Sup-Ã p
 . < <posons que pour tout n, r tel que np q r G k, avec r - p, il existe une`
decompositionÂ
k:  i: yu n: yumq 1 m m­ y b ­ 9H t y b ­ 9H t s R , .  .  u , i t u , n t n , r
1. u-r< <u -pq Fi-n `k
avec
 i:mq 1b g A , R s d ­ ,u , i n , r n , r , i
i)npqr
y< i <q < q 1. < y < q 1. <q < q 1. <k i k5 5 5 5b F p , d F p .sp spu , i n , r , i
 .On amorce la recurrence aux rangs n, r tels que np q r - k en posantÂ
k: dmq 1b [ 0, R [ ­ . On note 1 le vecteur de N dont toutes lesu, n n, r j
 .coordonnees sont nulles sauf celle en position j et 1 [ 1, . . . , 1 . Mon-Â
 .  . < <trons comment passer du rang n, r au rang n, r q 1 si r q 1 - p et`j j
 . < < w x < <au rang n q p1, 0 si r q 1 s p, ceci ; j g 1, d . Lorsque r q 1 - p,` `j j
on ecritÂ
y1
np q r q 1 jn pqrq1 : n p: w rq1 xj m m jd ­ s d ­ ­n , r , n pqrq1 n , r , n pqrq1j j ;r q 1 j
y1
np q r q 1 j n: y rq1 .m js d ­ 9H t .n , r , n pqrq1 tj ;r q 1 j
qtermes d'ordre ) np q r q 1 . 4.7.4 .j
L. GARNIER570
n: y rq1 . n: y rq1 . 2m j m j .  .  .Mais ­ 9H t s ­ 9t car H s H Proposition 2.5.3t t t
 i:mq 1 .  .et d'apres la Proposition 4.6.2 3 , le coefficient de ­ i G np dansÁ
n: y rq1 . < n <y < q 1. <m j i . .­ 9t est de norme F p . Par consequent les coefficientsÂ
 .du reste de 4.7.4 sont de norme spectrale majoree parÂ
y< n <q < q 1. < < n <y < q 1. < < q 1. <y < q 1. <k i k ip p s p .
 .Ce qui demontre l'hypothese de recurrence au rang n, r q 1 . Dans leÂ Á Â j
n pq1:m< < w x  .cas r q 1 s p ; j g 1, d , on utilise ­ 9 et on conclut de meme.Ã`j
Le processus converge donc et fournit la decomposition desiree pourÂ Â Â
k: rmq 1   . ­ en ecrivant les coefficients dans la base t remarquer queÂ < r < - p`
 .compte tenu du Lemme 4.4.3 b , on aurait pu se contenter de demontrerÂ
.l'assertion pour m s 0 . Il reste a voir l'unicite d'une telle decomposition:Á Â Â
k pquelle se voit en appliquant les t pour k croissant.
COROLLAIRE 4.7.5. A¨ec l'hypothese de la Proposition 4.7.2 et les nota-Á
mq1. Ãmq1. .  .tions du Theoreme 3.2.1, si G U, E est de type fini sur G U, D ,Â Á X
 .  m..engendre par la famille e , alors G U, E est de type fini surÂ i iF n
m. yuÃ .  .G U9, D , engendre par la famille H t e .ÂX 9 t i iF n, < u < - q`
 m..Preu¨e. Compte tenu de la Proposition 3.3.1, G U, E est engendreÂ
Ãmy1. .  .par les H Pe , avec P dans G U, D . On decompose P comme enÂt i X
 .4.7.3 . On a
r k: yu k: yum mH t ­ 9H t e s d ­ 9H t e . .  . .  . .t t i r , 0 t i
k: yu k:m m .  .Mais ­ 9H t e est precisement l'action de ­ sur l'elementÂ Â Â Ât i
yu m. .H t e de E .t i
 X .On remarquera pour finir que si les e sont de la forme H e , alorsi t i
yu X .  .H t e s d H e . C'est l'existence d'une telle base qui est prouveeÂt i u, 0 t i
dans les travaux de Christol sur les structures de Frobenius faibles.
5. QUELQUES APPLICATIONS
sq1  .On note toujours q [ p s G 0 . S'il n'y a pas d'ambiguõte avec lesÈ Â
paragraphes precedents, H 0. sera aussi note H.Â Â Â
Dans le reste de cet article, on va donner quelques applications en
caracteristique p. Les resultats pour certains sont tres classiques: il s'agitÂ Â Á
alors simplement d'illustrer les possibilites de calculs ofertes par le forma-Â
lisme des operateurs H; la technique consistant a utiliser les reductionsÂ Á Â
k  s. .modulo m des ­ .
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5.1. Isomorphisme de Cartier de Ni¨ eau m
On a deja rappele en 3.1 l'enonce correspondant au cas s s 0. L'enonceÂ Á Â Â Â Â Â
w xgeneral de niveau s est du a Le Stum et Quiros LS-Q, Prop 3.2.3 :Â Â Ã Á
 .PROPOSITION 5.1.1. Le foncteur F ¬ E [ F* F est une equi¨ alence deÂ
categories entre la categorie des D s. -modules de p-s-courbure nulle et laÂ Â X r S
 .categorie des O -modules ici, X est un schema lisse sur une base S .Â ÂX 9
 .On peut supposer que S s k Remarque 2.5.4 . La condition de p-s-
 p sq 1:s .courbure nulle signifie que ­ e s 0 pour tout e g E. On remar-i
  p sq 1:s.   s.  sq1..quera que les ­ engendrent l'ideal bilatere Ker D ª D .Â Ái i X X
Comme dans le cas s s 0, le point delicat est de verifier que O m E =Â Â X OX 9
ª E est bijectif pour tout D s.-module E. On remarque tout d'abord queX
 s. Ã sq1. .d'apres la Proposition 4.6.2 4 , la reduction de H modulo m D estÁ Â t X
 s.  s. en fait dans D . En revanche les relations satisfaites par H parX t
 s. 2  s. r  s. yr . .exemple, H s H ,  t H t s 1 ??? ne sont valables que danst t r t
 sq1.  s. .D . Pour tout e g E , H e est une section horizontale: en effet,X t
­ H  s. s qt qy1 ­ 9 dans D sq1. . .i t i Xi
 s.   s.  sq1..Par consequent, ­ H g Ker D ª D et comme la p-s-courbureÂ i t X Xi s. r  s. yr .est nulle, on a ­ H e s 0. De meme  t H t y 1 est dans l'idealÃ Âi t r ti
  p sq 1:s. =­ , d'ou la surjectivite de O m E ª E.Á Âi i X OX 9
5.2. Operation de Cartier ItereeÂ Â Â
r  s. yr .  .  .Tout f g G U, O s'ecrit f s  t H t f ; f est de la forme ­ f siÂX r t i i
 s. yr .et seulement si H t f s 0 des que l'un des r est egal a q y 1. OnÁ Â Át i
w xrenvoie par exemple a Il pour la construction de l'operation de CartierÁ Â
iteree C  sq1. note aussi C si s est fixe:Â Â Â Â
C  sq1. : Z F# V ? ª V ?  sq1. . .sq1 X r k X r k
  i ..  i . sq1.ou Z F# V est un sous O -module de F# V egal aÁ Â Ásq1 X r k X X r k
di iq1 .Ker V ª V lorsque s s 0. Le noyau de C qu'on noteX r k X r k
  ? .. p ny1 w x B F# V , est engendre en degre 1 par les g dg, n g 0, s on aÂ Âsq1 X r k
 ..donc B s d O ; C induit donc un isomorphisme:0 X
;? ? ?
 sq1.C : Z F# V rB F# V ª V , 5.2.1 . .  . .  .sq1 X r k sq1 X r k X r k
y1 .  . y1 . qy1dont l'inverse est caracterise par C f s F* f et C df s f df ;Â Â
  sq1..y1  1..y1C est juste obtenu en iterant s q 1 fois C .Â
On va verifier quelques unes des proprietes de C a l'aide des operateursÂ Â Â Á Â
k  s. .   .­ . CommencËons par un lemme la notation ] 9 est toujours relative
 . .au s q 1 -ieme itere du Frobenius .Á Â Â
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 .LEMME 5.2.2. Pour tout f g G U, O , on aX 9
k k q: ksq 1­ 9( F* f s ­ ( F* f s F* ­ f . .  .  . .  .
k  sq1. .Preu¨e. La reduction de ­ 9 modulo m dans D est donnee parÂ ÂX
 .la Proposition 4.6.2 4 :
kq q rrk k qqr:sq 1­ 9 ' yt ­ . .   /kq
< <r -q`
kq q rr k q: w r xsq 1' yt ­ ­ . .  /kq
< <r -q`
w r x  .Mais ­ ( F* f est nul si r est non nul, d'ou la premiere egalite deÁ Á Â Â
k .l'enonce. La seconde resulte de la definition de ­ 9.Â Â Â Â
 1 . 1Considerons le morphisme O -lineaire F# V ª V defini parÂ Â ÂX 9 X r k X 9r k
d d
y1  s. yqy1.v s f dt ¬ F* H t f dt . 5.2.3 .  .  . . i i t i i i
is1 is1
 s. yqy1. .Cette formule a un sens puisque H t f est dans l'image de F*.t i i
 . qy1Remarquons que 5.2.3 envoie f df sur df : en effet, d'apres la Proposi-Á
 .tion 4.6.2 5 , on a
H  s.ty qy1. s H  s. H  s.ty qy1. s H  s. ­ w qy1x , t i t t i t i /  /j i j
j/i j/i
H  s.ty qy1. f qy1­ f s H  s. ­ w q x f q . .  . . t i i t i /j
j/i
w q x q.  .  .   ..Mais ­ f s ­ 9( F* f s F* ­ f d'apres le Lemma 5.2.2, et lesÁi i i
H  s. commutent a F*, d'ou l'assertion. Si l'on se restreint a v gÁ Á Át j
  1 ..  1 2 .  .  .Z F# V ; Ker V ª V , alors ­ f s ­ f pour toutsq1 X r k X r k X r k i n n i
 .  s. yqy1. .i,n ; dans ce cas, on peut alors verifier que H t f g O si bienÂ t i i X 9i
que le terme  H  s. est superflu dans les calculs qui precedent. On aÂ Áj/ i t j
 .aussi d'apres la Proposition 4.6.2 5Á
 .  .s sy1 s. yqy1. y py1. y py1. y py1.H t s H t H t ??? H t .  .t i t i t i t ii i i i
 .1s sy1. y p y1. y py1.s H t H t . 5.2.4 . /t i t ii i
DESCENTE PAR FROBENIUS 573
Enfin, pour n F s,
H  s.ty qy1. g p
ny1­ g s qrpn ­ 9 g p n s 0; .  .  .  . .t i i ii
  1 ..  .B F# V est donc inclus dans le noyau de 5.2.3 ; il y a en faitsq1 X r k
egalite:Â Â
 .   1 ..LEMME 5.2.5. Le noyau de 5.2.3 restreint a Z F# V est egal aÁ Â Ásq1 X r k
  1 ..B F# V .sq1 X r k
 .Preu¨e. On procede par recurrence sur s; pour s s 0, f est dans d OÁ Â X
y py1. .  .si et seulement si H t f s 0. Supposons que le noyau de 5.2.3 aut ii
 d  s p ny1  .. 4rang s soit egal a v s   a ­ a dt ra g O . Soit v sÂ Á is1 ns0 n, i i n, i i n, i X
d  s. yqy1. .  . f dt tel que H t f soit nul pour tout i. Il resulte de 5.2.4 etÂis1 i i t i ii
 .4.3.4 que
ps
ny py1. p y1H t f s a ­ a .  .t i i n , i i n , ii  /
ns0
s
pnq 1ps a ­ a ra , . . n , i i n , i n , i
ns0
Mais on a
H ty py1. ­ a ra s aypH ty py1. a py1­ a .  . .  .t i i t i ii i
ps ­ a ra . . .i
s p nq 1y1  . y py1.On en deduit que f y  a ­ a est annule par H t et estÂ Âi ns0 n, i i n, i t ii
 .  .donc de la forme ­ a , d'ou le resultat pour le s q 1 -ieme itere duÁ Â Á Â Âi
Frobenius.
 .On en deduit que 5.2.3 est en fait egal a C lorsque v gÂ Â Á
  1 ..  .  sq1.Z F# V . La relation 5.2.4 traduit alors le fait que C estsq1 X r k
1.  .obtenu en iterant C . D'autre part, la formule 5.2.3 pour v gÂ
  1 ..Z F# V ne depend pas du choix du systeme de coordonneesÂ Á Âsq1 X r k
locales t. Dans le cas ou d s 1, on peut preciser ce dernier resultat:Á Â Â
 .LEMME 5.2.6. On suppose d s 1. Soient t et u deux coordonnees localesÂ
sur U. Alors l'operateurÂ
H  s.ty qy1.­ u y F* ­ u H  s.uy qy1. .  . .t t t u
0. y1   . .qest nul dans D . En appliquant u , on trou¨e que ­ u ru sX t
w qy1x  . .­ ­ u ru , formule deja utilisee plus haut et qui figure aussi dansÂÁ Ât t
w xSt-Vo, 1.2 .
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Preu¨e. Il suffit de voir que l'operateur s'annule en 1, u, u2, . . . , uqy1. IlÂ
vient
H  s.ty qy1. ­ u un s ­ w qy1x ­ unq1 r n q 1 .  .  . .  .t t t t
s qr n q 1 ­ w q x unq1 . .  . . t
L'egalite intermediaire ayant lieu par exemple sur un relevement formelÂ Â Â Á
  ..  s. yqq1qn.de U. D'autre part, F* ­ u H u est nul si n - q y 1 et egalÂt u
  ..q na ­ u si n s q y 1. Finalement l'operateur s'annule en u pour n -Á Ât
q y 1 et est egal d'apres le Lemma 5.2.2, aÂ Á Á
qw q x q­ u y ­ u s 0 .  . .t t
pour u s q y 1; d'ou le resultat.Á Â
La formule precedente permet de verifier directement que la definitionÂ Â Â Â
 .5.2.3 de C ne depend pas du choix de l'uniformisante lorsque d s 1.Â
5.2. Globalite des Operateurs HÂ Â
 .On a vu Proposition 2.5.1 que la ou on dispose d'un relevement duÁ Á Á
 .Frobenius, f ¬ H f est un projecteur O -lineaire de F#O sur O . Si XÂX 9 X X 9
designe une variete lisse projective sur k de dimension d, on peut seÂ Â Â
demander si un tel projecteur existe aussi sur les relevements eventuels deÁ Â
X et en particulier sur X lui meme. Bien sur, si X se releve ainsi que sonÃ Ã Á
Frobenius en un schema formel lisse et que l'operateur H correspondantÂ Â
est dans D², alors il suffit d'en prendre la reduction. C'est le cas lorsqueÂX
X s P1, mais la plupart du temps de tels relevements n'existent pas.Ák
On va se restreindre au cas de X et montrer que l'existence d'une
  ..  .section globale h g G X 9, H o m F#O , O telle que h 1 s 1, imposeX X 9O 9X
de fortes restrictions sur X. Dans le cas ou un tel h a ete construit, onÁ Â Â
 .peut se demander si F*( h est dans l'image de D ª E n d O . A titreX Xk
 .de contre-exemple qui m'a ete suggere par P. Berthelot , considerons leÂ Â Â Â Â
cas ou X est une courbe elliptique supersinguliere sur k. L'existence d'unÁ Á
tel h implique que O est facteur direct de F#O . La flecheÁX 9 X
0 . 0 .H X 9, F#O ª H X 9, F#O rO est alors surjective de sorte queX X X 9
1 . 1 . 1 .H X 9, O ª H X 9, F#O s H X, O est injective, contrairement aÁX 9 X X
l'hypothese.Á
On suppose donc l'existence d'un tel h; X 9 refere toujours a X  sq1.,Â Á Á
s G 0. On definit alors:Â
G X 9, v ª G X 9, H o m F#O , v , .  . .X 9 X X 9OX 9 5.3.1 .
v ¬ f ¬ h f v . . .
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 .Cette fleche est injective car h 1 s 1. On a d'autre part grace a la dualiteÁ Ã Á Â
de Serre
G X 9, H o m F#O , v s Ext0 F#O , v .  . .X X 9 O X X 9O X 9X 9
, H d X 9, F#O 9 , H d X , O 9 .  .X X
, Ext0 O , v s H 0 X , v . .  .O X X XX
  ..   ..  .Comme dim G X 9, v s dim G X, v , la fleche 5.3.1 est un iso-Ák X 9 k X
morphisme de k-espaces vectoriels. On peut en donner une autre descrip-
tion a l'aide de l'operation de Cartier. On pose cette fois pour v gÁ Â
 .G X, v et pour tout ouvert V de X :X
;
G V 9, F#O ª G V 9, F#O rB F# v ª G V 9, v , .  .  . . .X X sq1 X r k X 9
C
f ¬ fv ¬ C fv . .
5.3.2 .
0  .Cette fleche definit une section de Ext F#O , v et est injective:Á Â O X X 9X 9
 .sinon C f dt n ??? n dt s 0 pour tout f ; mais ce n'est pas le cas pour1 d
 .qy1  .f [ t ??? t . Par consequent, 5.3.2 definit aussi un isomorphismeÂ Â1 d
 . 0  .  .entre G X, v et Ext F#O , v et pour tout v g G X, v , il existeX O X X 9 XX 9
 .  .  .v9 g G X 9, v tel que f ¬ C fv soit de la forme f ¬ h f v9. Neces-ÂX 9
 .sairement, w9 s C v , d'ou la relationÁ
; f g O , h f C v s C fv . 5.3.3 .  .  .  .X
 .Pour qu'un tel h existe, il est donc necessaire que C: G X, v ªÂ X
 .G X 9, v , soit injective et definisse donc un isomorphisme de k-espacesÂX 9
 .  .vectoriels. Dans ce cas, 5.3.3 impose la valeur de h s'il existe en
coordonnees locales puisque v est localement libre de rang un.Â X 9
5.4. Case des Courbes
On suppose ici que X est une courbe de genre g G 1 dont l'invariant de
Hasse]Witt est suppose egal a g afin que C soit injective. Pour v gÂ Â Á
 .  .G X, v s'ecrivant g dt en coordonnees locales, on a C fv sÂ ÂX t
 .y1 w qy1x .. 0  .F* ­ g f dt. Tout element h g Ext F#O , v est d'apresÂ Â Át t O X X 9X 9
 .5.3.3 , de la forme
y1 w qy1x w qy1xh f s F* ­ g f r­ g g K X . 5.4.1 .  .  .  .  .  . .t t t t
Le probleme est donc de savoir a quelle condition cette formule qui neÁ Á
depend pas de t, definit un element de O . Il faut et il suffit qu'il en soitÂ Â Â Â X
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r w w rainsi lorsque f s t , r g 0, q y 1 . Ecrivons v s  g t de sorte quer - q t, r
 .  .y1 .  .C v s F* g . Si x est un zero de C v et t une coordonnee enÂ Ât, qy1
q   r ..x, alors g est multiple de t . Comme F* C t v s g , pour quet, qy1 t, qyry1
 .5.4.1 soit a valeur dans O , il faut que x soit zero de g avec unÁ ÂX t, qyry1
ordre de multiplicite superieur ou egal a celui de g . Comme v etÂ Â Â Á t, qy1
 .  .   ..C v n'ont pas de pole, on en deduit que Div v G q Div C v . Mais onÃ Â
   ...   ..   ..a aussi Deg Div C v s Deg Div v G q Deg Div v ce qui entraõneÃ
  ..que Deg Div v s 0 s 2 g y 2, c'est a dire g s 1. Autrement dit, X doitÁ
etre une courbe elliptique ordinaire.Ã
PROPOSITION 5.4.2. Considerons le cas ou X est elliptique d'equationÂ Á Â
2  .  .  . .  4  .y s P x , a¨ec P x s x x y 1 x y l , l f 0, 1 , car k / 2. Alors il
 0..existe H dans G X, D definissant un projecteur O -lineaire de F#O surÂ ÂX X 9 X
O si et seulement si X est non supersinguliere et dans ce cas H est egal aÁ Â ÁX 9
y1y1 y1 y1w qy1x y1 w qy1x y1 w qy1x w qy1xH s ­ y ­ y s ­ P9 x ­ P9 x , .  . . .  . /x x y y
 .q w qy1x y1 . q w qy1x  .y1 .et P9 x ­ y s y ­ P9 x est l'in¨ariant de Hasse]Witt de Xx y
0 1 .exprime dans la base dxry de H X, V .Â X
Preu¨e. On a deja vu que X doit etre ordinaire ce que l'on supposeÂ Á Ã
1  .y1desormais. On sait que V est libre de rang un de base v s P9 x dy sÂ X
 .y1  .  .2 y dx. Par consequent C v s av avec a g k* et la formule 5.4.1Â
0  .definit bien une section h de Ext F#O , O donnee parÂ ÂO X X 9X 9
y1 y1y1 w qy1xh f s a P9 x F* ­ P9 x f .  .  .  . . /y
y1y1 w qy1x y1s a y F* ­ y f , .  . .x
 . .y1 w qy1x  .y1 ..  .y1 w qy1x y1 ..avec a s P9 x F* ­ P9 x s y F* ­ y qui esty x
egal a l'invariant de Hasse]Witt exprime dans la base dxry. On a doncÂ Á Â
 .h 1 s 1 et on voit de plus que F*( h provient de l'operateur global HÂ
decrit dans l'enonce.Â Â Â
5.5
Examinons pour finir le cas ou X est une variete abelienne de dimen-Á Â Â Â
0 1 .sion g. On sait que H X, V est un O -module libre de rang g. ParX X
consequent, v1 est libre de rang 1. On suppose que C est un isomor-Â X
 .phisme. Alors 5.3.3 permet encore de definir une section h de
0  .Ext F#O , O a l'aide de l'operatien de Cartier et F*( h est representeÁ Â Â ÂO X X 9X 9
par un operateur global dans D0..Â X
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